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Allgemeine harmonische Schwingung
x(t)=A-sin(w-t)+B-cos(w-t) x(t)=C-sin(w-t+a)
A, B = Amplitude C = Amplitude (>0)

o = Nullphasenwinkel

W= ZT” =2-7-f o = Kreisfrequenz

Umrechnung zwischen beiden Darstellungen:

A=C.
C =A% + B tana = 2 cosa
A B=C:-sina

D'Alembertsche Ausdriicke (Krifte)
Translation

m-X

Rotation um Schwerpunkt

JS'¢

Rotation um Punkt A im Abstand a vom Schwerpunkt (S) und Rotation um Schwerpunkt

Jy¢=(Jg+m-a’)-¢
gilt fir Momentengleichgewicht

Fir Schwerpunktsatze gilt

JS¢ ma¢) m-a-¢

Rotation, Tangentialkraft (in S in Richtung Bahn), Zentripetalkraft (in S nach aulen)

- 2
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Allgemeine Krifte
Gewichtskraft
F=m-g

Normalkraft

N

Reibungskraft

allg. R oder
Fe.r=p-N
Federkraft

Fe=cx

Linearisierung

Nichtlineare Funktionen in Potenzreihen entwickeln. In DGL werden quadr. und héhere Terme der
Bewegungskoordinaten und ihrer Ableitungen vernachlassigt !

Bsp.: aus ¢ — 0 folgt:

sing > ¢@; cosp—1; tanp > ¢, 0> 50; ¢-9p—>0; ¢p-9p—0; ¢§> >0; ¢>—>0; ¢> >0

Freie ungedampfte Schwingungen

DGL:

. C
ita? x=0 o2=2S
m

Allgemeine Losung:

x(t)=C, -sin(w, -t)+C, -cos(w, - t)

oder
x(t)= X -sin(w, -t +a)

wo = Eigenkreisfrequenz
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Sonderfall (math. Pendel):

Das Vorzeichen in der eckigen Klammer entscheidet Uber Losungsverhalten !

Fall a)
c-a® g c-a® g

2. ~—-=-1<0 wobei |-2 ~+2|=n*>0
m-| / m-| /

DGL: p-n-9=0

Allgemeine Losung:

p(t)=C,-e" +C,-e™

Ergebnis: Keine Schwingung ! ¢ wachst standig !

Fall b)
c-a® g c-a® g

{2- 2 —7}>0 wobei {2 2 —7}=w§>0
m- m-

DGL: p+ol-p=0

Allgemeine Losung:

o(t)=A-cos(w, -t)+ B-sin(w, - t)

Ergebnis: Harmonische Schwingung !

Fall ¢)
2
.28 91_p
m-1? I
DGL: G=0

Allgemeine Losung:

o(t) = konst.

Ergebnis: Bleibt in ausgelenkter Lage stehen !
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Federschaltungen

Parallel (gleiche Auslenkung x fir beide Federn)

Hintereinanderschaltung (beide Federn erfahren gleiche Kraft)

1 —_—
c

ges

1
2

Anm.: Bei Drehschwingungen Vereinfachung: Bogen in Tangente und Winkel beibehalten

Freie gedampfte Schwingungen

DGL:
X+2-8 - X+w?-x=0
Losung:

x(t)= A, €™ + A, e
wobei

Ay == 146" -}

Fallunterscheidungen

1. Starke Dampfung
5% > wt A, <0
Lésung: reelle, abklingende Exponentialfunktion (Kriechbewegung !!!)

(7§7m)-t (aﬁ/ﬁ)-t

x(t)=A, --e +A,-e

2. Aperiodischer Grenzfall
5% =w} A, =—-6<0
Lésung: reelle, abklingende Exponentialfunktion (Kriechbewegung !)

X(t)=(A +A,-t). e
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3. Gedampfte Schwingung

~5 ti-y ol - 52

2 2
0° <w Aia

C1:A1+A2 szi'(A1_A2)

x(t)=e"" (01 ~cos(,/a)§ —52j~t+c2 ~sin( g —52j~tj
X(t)= X -e ~sin(1/a)§ 52 -t+a)

Amplitude Phase
tana =<t X =4cZ+c
C,

Gedampfte Eigenkreisfrequenz; Schwingungsdauer

Vg = ’wg_52 T:2.ﬂ-: 2.7

Yo \/a)g—52

Logarithmisches Dekrement

()
x(t+T)

Lehrsches Dampfungsmaf

D=— A~2-7-D
20

Reibungsdampfung

DGL bei Auslenkung in +x Richtung
. C R
X+— X=—-——

m m

DGL bei Auslenkung in -x Richtung
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Vollstéandige L6sung: X=x,+X,

X, = C, -sin(w, - t)+ C, -cos(w, - t)

Lésung bei Auslenkung in +x Richtung
+ : + R
x =C; -sin(w, - )+ C; -cos(w, -t)-—
c

Lésung bei Auslenkung in -x Richtung

x =C; -sin(w, -t)+ C; -cos(w, ~t)+§

Erzwungene Schwingungen
DGL: m-X+k-x+c-x=P(t)

Ungedampfte erzwungene Schwingung

m-X+c-x=P,-sin(w-t)

-Sin(a)-t—g)

Lésung: x(t) = PR

L
m oy -

Gedampfte erzwungene Schwinqung

k c P,

)'<'+—-)'<+—-x=—-sin(a)-t)
m m m
Abkurzungen:
K 2.5-2.D 0, L w2 L
m m m
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Amplitude:

Resonanzamplitude: X = P 1

o5 2.D-A1-D?

Gedampfte, durch Unwucht erzwungene Schwingung

. k . c m -r-w? |
X+ X+ X =—= -sin(w-t)
my+m, my +m, my +m,
. m,-r n?
Amplitude: X = 4 . =
m,+m
o + M, \/(1_772) +(2D77)2
2-D-
Phase: tang = 277
1-n
mll
—H . r
Resonanz: %o X, = Mo+ M,

" 2.pA1-D?

on - %0
" o202

Gedampfte, durch FuRpunkterregung erzwungene Schwingung

. k . .
fr ke Sox=30 o2 k2 02 -sin(w-t+v)
m m

m

1+(2-D-nf
*f +@2-D-nf

Amplitude: X =s, \/(
1-

2-D-n?
—p? 4

Phase: tan;/=1 (1 D2)
n?-(1-4.

Relativbewegung der gedampften, durch FuRpunkterregung erzwungenen Schwingung

. k . c P
Xg+— Xg+— " Xg =S8, @ -sm(a)-t)
m m

Amplitude:

2

n

Vl1=7° +@-D-nf

Xg=8;"
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Systeme mit mehreren Freiheitsgraden

Freie Schwingungen, Systeme mit 2 Freiheitsgraden (Schwinger mit 2 Massen)

Bewegungsgleichung

M, Xy +Cy-X,—Cp-X, =0 m, - X, +(c,+¢,) X, =, -x, =0
Lésungsansatz:

x, = A-cos(w-t) X, =B-cos(w-t)

eingesetzt in Bewegungsgleichung ergibt:

-c, -A+(c2 -m, ~a)2)~B =0

(c1+cz—m1-a)2)-A—cz-B=0 (11)

Charakteristische Gleichung folgt aus Bedingung: Koeffizientendeterminante = 0

(01 +C, —my 'wz)'(cz —-m, 'wz)_(_cz)'(_cz)zo

Damit folgt quadratische Gleichung flr o’

C C c C,-C
ot |22 72 |2 72
m, m, m, my-m,

Lésungen der quadratischen Gleichung fir o’

2
Wi, =G G G|y (1 & G| CiC
o2 m, o m m, 4 \m, m, m, m,-m,

Lésungen von o’ in (11) einsetzen liefert Amplitudenverhaltnisse:

B, c,+c,-m,-o? B B, c,+c,-m, o]
—:—:1 -

2 =
A Cs A, Cs #e

Weitere Losungen der Bewegungsgleichungen durch folgenden Ansatz (selbe Rechnung wie oben):

X, =D-sin(w-t) X, =C-sin(w-t)
Damit ergibt sich folgende allgemeine Lésung:
Xy = 4y A, -cos(a)1 -t)+ My D, -sin(a)1 -t)+ Hy - A, ~cos(a)2 -t)+ Hy D, -sin(a)2 -t)

X, = A -cos(co1 -t)+ D, -sin(a)1 -t)+ A, ~cos(a)2 -t)+ D, ~sin(co2 -t)

A1, Az, D4, Dy sind Integrationskonstanten, zu bestimmen aus Anfangsbedingungen

Bei passender Wahl der Anfangsbedingungen schwingen beide Massen

nur mit @1 (D1=A,=D,=0 muss erflllt sein) bzw. o, (A1=D1=D,=0 muss erflllt sein).

Dies sind dann die Hauptschwingungen.
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Systeme mit n Freiheitsgraden

1. Bewegungsgleichungen aufstellen

2. Umschreiben in Matrix folgender Form:

m 0 0 0 |]Xx a, a, 0 0/|]x

M-F+K-5%=0 0 m, 0 O .)'(2 |2 82 @ 0 [x

M = Massenmatrix (Drehmassen)
K = Steifigkeitsmatrix
3. Loésungsansatz

T _ o ot B z it 2

X=x-e X=-X-w?e=—p? X
einsetzen in M- X +K-x =0 und kiirzen ergibt:
(K-=2-M)-x=0 mit 2=w?

Es existieren nur dann nichttriviale L6sungen, wenn
det(K - 2-M)=0

Berechnen der Determinanten liefert charakteristische Gleichung n-ten Grades

Lésung der charakteristische Gleichung n-ten Grades sind n-Eigenwerte

Gleichungen fiir beliebige 2-Freiheitsgradsysteme

1. Bewegungsgleichungen aufstellen:

X, +ay X +85, X, =0
) ) Auf richtige Zuordnung achten!
Xy + 8y - Xy +8y X, =0

2. Umschreiben in Matrix folgender Form:

= . 1 0] |x
E-Xx+K -x=0 Bl P R L Y R
0 1| |x, 8y Ay | | X,
Die Einheitsmatrix E erhalt man durch Division der Massen bzw. Drehmassen.
3. Loésungsansatz

T _ o ot it 2z

X=x-e X=-X -0’ =-0’ X
einsetzen in E-X+K - X =0 und kiirzen ergibt:

K =4-E)-x=0 mit i=-w?
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|:a11_/1 ap ]|:X1}:0
ay, ay—A] | X,
Es existieren nur dann nichttriviale L6sungen, wenn

det(k -1-E)=0

Daraus folgt die charakteristische Gleichung:

2
A _/1'(311 +a22)+a11 "8y —8yp 8y =0

Die L6sung der charakteristische Gleichung liefert die Eigenwerte:

a11+a22_1\/ 2
Ayp = > +E' (311_322) +4-a,, - ay

Mit Hilfe der Eigenwerte folgen die Resonanzschwingungen:

Wy = \//11/2

Systeme mit 2 Freiheitgraden, Erzwungene Schwingungen

Bewegungsgleichungen

.. F .

X, +8; X, +8p, X, =—-sinw-t
m1

Xy + 8y Xy +8y X, =0

Koeffizientendeterminante

A(a))z (coz —a)12) (coz _0)22)

A(w): (311 _wz). (322 —a)z)—a12 "8y

Eigenfrequenzen der "freien Schwingungen™:

2 _ @y tay

_1
Wiy = > +E'\/(a11_322)2+4'a12'az1

Zwangsschwingungsamplituden:

F, -F,
70'(622_6()2) 70.821
m, m,
X=—"— X, =———
Alw) Alw)
Tilgung:
! F .
x,=0 = a12~x2=F°-sma)-t
1
= X,=0 = Xy + 8y - X, =0
Tilgerfrequenz:
2 _ G

w? = a,, zB.: wf =—%
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Torsionsschwingungen

Bewegungsgleichung fir Drehschwinger mit 1 Masse (gefesseltes System)

. Cy G-I, z-d*
+—2 . =0 Cy = I =1,=
4 JS 4 d I t P 32
Eigenkreisfrequenz
G-I, 2 1 1
W, = Wy =Cy | —+—
I-Jg J, J,

Berechnung des Schwingungsknoten

Ersatzfederkonstante

1 1
¢ %o,

d i Cgi

Neuberscher Grenzwert

w?=c,- L + L
20U +dy, dy e,

2

0 =G, - ! L
L WV A R

n

Naherung fur niedrigste Torsionseigenfrequenz

Reduktion versetzter Getriebe (siehe Blatt 4/1)
r(2 2 2
S (r? s Jr@ Z r
JU r r

’ 2 2
i _(r®Y L a1
ci 70 =G




Biegekritische Drehzahl

1) Welle mit einer Masse:

c . 1 30 30 |[C . 1
o, =0,=.|— in— ng=—aw, =—,|— in—
m s 3 z \m  min

Bei mehreren kritischen Drehzahlen gilt:
Wy SOy <.l S W

Die Federsteifigkeit der Welle:

C= 3 f- sind aus Gieck, Adam, Dubbel etc zu entnehmen!
F

Massenzuschlag:

Falls Gewicht der Welle nicht vernachlassigt werden darf, Massenzuschlag nach
Beiblatt MDY-5.1 in Abhangigkeit der Lagerung hinzuflgen.

Loslager/Festlager Myycchiag = % in der Mitte zwischen den Lagern
Einseitige Einspannung | m,, 4., = % am freien Ende
Masse Welle m, =Vp = %dfvlwp

Naheres siehe Beiblatt MDY-5.1

2) Welle mit 2 Massen

y1 Absenkung an der Angriffstelle

&t y2 //A der Kraft F4

y2 Absenkung an der Angriffstelle
der Kraft F»

Fi F2

© Markus Mdller 2004



Die Fliehkrafte sind:

2 2
Fr=my,o F,=m,y,o

2 2 2 2
_myy,o + my,y,w y, = my,o + my,y,w
= , =

Cis Ci Ca Ca

Y1

C12 = Czr (Satz von Maxwell-Betty) [ - Federsteifigkeit an der 1. Stelle auf
Grund der Kraft F4
y,| T 1 L C1. Federsteifigkeit an der 1. Stelle auf
¢, o?) C,”? Grund der Kraft F»
m m 1 C22 Federsteifigkeit an der 2. Stelle auf
Vi +Y,| =% -—1|=0 Grund der Kraft F
'c, ‘lcC 2
12 2 O

Fur Nichttriviale LOsungen muss Determinante gleich null sein!

1Y 1 (m, m, 1 1
|:‘> — | ——| T+ | -mm, - =0
o o C1 1 C22 C21 C1 2 C1 1C22

Hieraus lassen sich dann @,, und o,, berechnen.

3) Welle mit n-Massen

analog oder nach Dunkerly (auch zulassig flr nur 2 Massen)

—_— = — ... mit 0)1 =— 0)2 =—= | efc.

Superposition von vielen einzelnen Systemen, die jeweils getrennt betrachtet
werden. Dadurch ergibt sich eine Arbeitserleichterung. Das exakte Ergebnis liegt
maximal 10% tber dem durch Dunkerly abgeschatzten o, -Wert.
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