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Kréaftegleichungen :

Coulombsche Reibungskraft: |Fr =p*Fy ( Rutschen)

Rollen:  |Reibungskraft R

Gewichtskraft: |G=m*g

Seilreibungskraft: |F, = F, * ght’a

Federkrafte : Gerade Feder Fc =C * X [c] N
Drehfeder Fog =Cq * @ m
. >N*s
Dampfungskraft : | Fd =K*X [k] "

Tragheitskrafte : D*Alembert fiir Translation : |Fr =—m*X

Rotation: |Mt =J*@| Drehung um eigene Achse

Wenn Drehmittelpunkt nicht Schwerpunktist : | J = Jg + m* (2
( Satz von Steiner)

Fliehkraft ( Drehmittelpunkt weit aul3erhalb von Schwerpunkt ) :

F, :m*r*('p2

Bedingungen fiir Rollen: | X =r*¢@

Energie : potentielle Energie : | age : Wpot =m*g*h

Feder :W:%*c*x2

Kinetische Energie : .2

Translation: Wy, = % *m*x
J *

Rotation: Wy, = %* (pz
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Allgemeine Gleichungen fur Schwingungen :

*

=2*n*f

X(t)=A*sin(m*t) und x(t) =B*cos(o*t) mit o=

Andere Form : X(t)=C*sin(o*t+a)

Entspricht auch : ‘x(t):C*{ sin(w *t)* cos o+ cos(m * t) * sina. }‘

Mit : A=c*cosa und B=c*sina

c:\/A2 +B2 und tana=%

Freiheitsgrade = Anzahl der Bewegungsmaoglichkeiten

Linearisierung von Differentialgleichungen :

¢ |n Differentialgleichungen werden quadratische und héhere Terme der Bewegungskoordinaten
und ihrer Ableitungen vernachlassigt !!!

Beispiel : (p2:0 ('[)2:0 ¢2:0 (P3:0 usw.

3 5

D folgt : inp =
araus folg sin(p:(p—(P—+(P— sing=¢
3 5
=0
2 4 -
cosp=1
COS(p=1—(p— °_ ®
20 4
=0
3 2xp° | [tane=
0> 2%0p =0
tang=¢+—+
=0 15
=0
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Systeme mit 1 Freiheitsgrad :

Lineares Ein- Massen —Schwinger mit Dadmpfung :

Bewegungsgleichung : m*Xx + Kk*x + c*X = EQ
Tragheit Dampfung Ruckstellungdes Systems  Erregung

Freie, ungedampfte Schwingung :

e PM=Ound k*x=0

Bewegqungsgleichung: | m*X+c*x=0

¢ .2 . c_ 2
X+—*x=0 Oder |X+op*X=0] mit m_ 2o
m
Losung derDgl.: | x(t) = Cq *sin(mg * 1)

X(t) = Cl * ®Q * COS((JJO *1)

%(t) = —C1 * 05 *sin(wg *1)

Allgemeine L6sung von Dgl. 2. Ordnung :

X(t) = Cy* Sin((oo *t)+ Cyr* cos(wo *1)| (allgemeine harmonische Schwingung )

Bewegungsgleichung : | ¢+ [ ...... ]* ¢ =0 Vorzeichen der eckigen Klammer entscheidet tiber

Lésungsverhalten !!

A) |$+]....]* p=0] : Harmonische Schwingung !

Losung * | p(t) = A * cos(mg *t) + B * sin(wg *t)

B) |®=0] ,d.h.die eckige Klammer nimmt den Wert 0 ein , dann ist | @(t) = const.
bleibt also in ausgelenkter Lage stehen !

C) - T]Z *p=0 ; d.h. das Vorzeichen der eckigen Klammer ist negativ !

Losung : Exponentialansatz | o(t) = Cy * et | Cy* e~ 't

C 1 und C, aus Anfangsbedingungen
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Federschaltungen :

a) Ldngsschwingungen

Stabfeder : O o

Zusammengesetzte Federn :

Prof. Dr.- Ing. H. Bréutigam SS 2000

3
FR || :
3*E*I |

Seite 4

y+-=ry
m

Reihenschaltung

Parallelschaltung

Federkréfte gleich !

X=X1+Xo
F:C1*X1
F=C2*X2

t .1
Cges C Co

Cges < Cl ) Cz

Feder wird ““weicher ™

Federwege gleich !

F:C1*X
F=C,*x

Cges = Cl + C2

Cges = C1.Co

Feder wird ““harter =

Lésung :

In statischer Ruhelage : y =0
Auslenkung ( Bewegung )y >0

Vereinfachung : Bogen Winkel &= Tangentenwinkel &

Federkraft = Federvorspannung + Federweg =Fg + C* X = C* (X + X)

B ) Drehschwingungen :

e Statische Ruhelage : Feder vorgespannt

e Vorspannung kann Einflu auf Eigenkreisfrequenz austiben .

Eigenkreisfrequenz : ®g = /E
m
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Freie, gedampfte Schwingungen :

. k,. cC
Dgl.: X+ —*x+—*x=0
m m

k .
Mit: |- = 2*3 = Abklingkonstante | ynd| S _ g = Eigenkreisfrequenz
m

Dgl. - X+2*8*)'(+cog*X:O

Losung der Dgl. mit Exponentialansatz :

x=Axet
X =A*)*el't Eingesetzt in Dgl. : k2+2*K*5+wg=0
K= A*)2 et

= L6sung : Mjp =—0% /52 — mcz) (2 Lésungen)

= zu jedem A gehort eine Lésung der Dgl. : [ X(t) = Aq* ety Ay * et2™

e A;und A, sind Integrationskonstanten , die aus den Anfangsbedingungen berechnet
werden i x(t=0)=xo und X(t=0)=vq

Fallunterscheidung :

2 2
8% = ®q| = starke Dampfung! = A1 , Ao <0 = abklingende Exponentialfkt.

Losung : (_S_MJ” (-8+M)*t
X(t)y=A*e

= Knickbewegung ; X(t - «)=0

A)

+A2*e

B) 8% = cog = aperiodischer Grenzfall ! = Aq;2 =—0 <0 , reell, 2 zusammenfallende
Losungen

LOsung :

X(t) = (Al + A2 * t)* 6_6*t

= Knickbewegung , da X(t — ©) =0
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c) |§2 < (0(% = gedampfte Schwingungen! = Aq/o = —Sii*qlmg -5 pi=4/—1
Losung x(t) = e 9 *[Cl * cos(,/mg ~§2 *t) +Cy * sin(,/mé —5% ID
Oder:  Ix(ty=x*e 8" *sin(,/mg - 52 *t+ocj
C
Mit: X =1/C12_ +C§ (Amplitude ) und tana =C—1 (Phase)
2
. . —0*t
e Schwingung tendiert gegen Null wegen €
e Keine periodische Schwingung , da Amplitudenmodulation e_E’*t
Dampfungsmalle :

Logarithmisches Dekrement A : A=6*T = |n( X(t) J A = MaR fur Dampfung !

X(t+T)

Lehrsches DampfungsmafR D : D=— wenn : D = 0 = ungedampft (8 = O)
@0 D = 1 = aperiodischer Grenzfall 8 = m
Zusammenhang : oxpx O
* * * *
A:S*T:Dzn: 0)0:275D
\/mg—Sz 1_& \/1—D2
(02
0
Haufig in Technik : D <<1;=
Begriffe
®g Eigenkreisfrequenz ®g =+/C/M
5 Abklingkonstante 2*5=k/m
A Losungsansatz ( freie, geddmpfte Schwingung.
9 ( geddmp gung.) hajz =552 ol
Xn Losung der freien Schwingung
Xp Lésung der erzwungenen Schwingung
n Frequenzverhdltnis n = o/og
A Logarithmisches Dekrement A=3*T= In(X(t)/X(t +T))
D Lehrsches DampfungsmaB D=38/wg
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Reibungsdampfung (= erzwungene Schwingungen ):

Bewegungsgleichung: im*X+c*x+R=0

. C
= Dgl. Inhomogen : |X+—*X=F— hier :
m m

~P(D)

vollstandige Lésung : | X = Xp +Xp

homogene Lésung : | Xy, =Cq * COS((»O * t)+ Cyr* Sin((no * t)

- R R
N .. Xp =+ =+—= . C
partikulédre Losung : m * (0(2) C mit wg =,/—
m

I . . ) R
vollstandige Losung : |y — Cy* COS(OJO 1)+ C, *Sln((oo ) F—
Cc

= Erzwungene Schwingungen !!

Erzwungene Schwingungen :

Dgl.: im*X+k*x+c*x=P(t) P(t) = Erregerkraft

P(t) =Pg *sin(o*t) oder
P(t)=Pg *cos(ow*t) ; o=Erregerkreisfrequenz

Losung der Dgl.: |[x = Xh +Xp

Lésung der homogenen Dgl. der Form: \m*X+k*x+c*x=0 |

- siehe freie, gedampfte Schwingungen -

Losung der inhomogenen Dgl. der Form: im* X +k* X + ¢ * X = P(t)

- siehe Reibungsdéampfung -

- Xp beirealen Systemen stets abklingend , d.h. nach hinreichend groRRer Zeit nur
noch x, maf3gebend !
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Ungedampfte , erzwungene Schwingung :

Dgl. : m*X+c*x:P0*Sin(co*t) ; Dampfung k=0

X =Zwangsamplitude

Losung :| X(t) = X, = X*sin(o* t
- g XU =%p (©*0) o = Erregerfrequenz

Frequenzverhaltnis : nzﬂ
®o
VergréBerungsfunktion : L 1
__2
0 J@ n2f4-2*D*nf
& )
Y

VergrolRerungsfunktion V

oV
Resonanz : VergroRerungsfunktion V ist maximal bei — =0 !

on

= ®o P
OR = ———— Xr=—75*VR

V1-2*D2 o

R = Resonanzfrequenz ; Xr = Resonanzamplitude

Resonanzfrequenzverhéltnis : NR = ,/1_ 2+D?2

Fur D > 1/ R ist das System nicht mehr resonanzfahig !!

ResonanzvergroRerungsfunktion : 1

Vg =
2*D*4/1-D?2

.. . 2 .
Bewegungsgleichung bei Rotation : | #+2*D* 0 * ¢+ 0 * ¢ =P*sin(w*1)
=2*3
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Definition der Unwuchterrequng :

m*r*oo2
my
;
. X
*
My ™ Xa ’
A -
o*t Xy =X+r*sin(o*t)
X v v * * *
- Xy =X+r*m*cos(o*t
— Ku=> ) _( )
v v Xy =X-r*o +sin(o*t)
Xo
v
K*v
v v v
mg * X
Bewegungsgleichung : | .. k . c m .
X + * X+ *X = U__*r*p2 |*sin(o*t)
m0+mu m0+mu m0+mu

=2*D* o :mg =P(w)

gleichfrequenter Ldsungsansatz : | X(t) = X *sin(m*t—¢)

. ) >
Amplitude : x mu*r . n

2*D*n
2
1-n

Phase: |{ane=

[

2*D*y1-D?

®o

0) e ——
Resonanz : R
EE— V1-2*D?
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FuRpunkterregung :
' . . S [ .
Bewegungsgleichung : X+£*X+£*X _>0 C2 +k2 *(,02 *sin(m* t + )
m m m
Yo g
~
2
2*3=2*D*wmg g P(w)
S : Amplitude der Erregung
2
Amplitude des erregten Kérpers : X=Sp* 1+ (2 *D* T])
bn?f +(2+D*nP
— ~— _

VergréRerungsfunktion V g

2*D*n3

mit y=e—vy
1—n2*@—4*D2f

Phase : |tany =

Cramersche Regel : |a11*X1+a12 *Xp +a13 *X3 =Cq

21 % X1 +822 ¥ X +823 *X3 =C2 | (. Geichungen )

az1 *Xg+agy *Xp+agz "Xz =C3

C1 ap ai3 a;1 C1 azs a;p a;p Cp
= |Di=[c2 az ax|| |Dy=lag; Cp aps|||D3=lay; ax c»

C3 aszz ass az; C3 asz azp azy C3
Lésung : Xi = &

! A®
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Systeme mit 2 Freiheitsgraden :

Freie Schwingungen :

i : ajp+a 1
Eigenwerte : Ao = 112 22 iE*\/(311—322)2+4*312*321

0] = 7\,1 und () 2117\,2

Erzwungene Schwinqungen :

Beispiel : . C,+C .
P Xy + L2 ay, =2 xy, =0 xgin(p*t)

my 1

————
ap a2

C

xz——z*x + 2*x2:0

my my

——

an a2

Xgp = X *sin(@*t) Xop =X *sin(w*1)

LOSUNG - | Ableitungen und eingesetztinobige Formel:
2 * * _FO
(11— 0%)* Xp+agp * Xp =
1

a1 * X1 + (a2 —©°)* X5 =0

Losung anhand Cramersche Regel :

02
Aw = (311 ¢ e =(311—032)*(322—032)—312*321
any (azz—w
F
IR N AN S (AW
D1 =m =, | @22 m07 )21 0= = 1F gy —o
0 (8.22—(0 1 .
bua-o?) [
ai—0?) |2 F
D, =" (ml —0—(m—0]*321
aoq 0 1
Fo 2) F
Losung : 7 (a22 - —0*a21
X _Di_m X _Dp__m
17 Ao Aw 27 Ao A®
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fir Aw = O erhalt man die beiden Resonanzfrequenzen :

2 _
O1/2 = >

a1 +a 1
S Sez +§*\/(311—322)2 +4*ap *ap

Nach Fundamentalsatz der Algebra gilt fir A :

A(o=((02 —(0%)*((02 —0)%)

Torsionsschwingungen :

Bewegungsgleichung :

x 5
N

Systeme mit 2 und 3 Massen :

01 I Cq
> 0
Jl \ \]2
J1
Freischnitt .. M
J1* 61 M M Cq

- K-

Ji*¢1+Cq *(p1—92)=0
Jo o —Cq*(p1—92)=0

M=cq*(p1—¢2)

Bewegungsgleichung :
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I\ 7--60

o =

1*Jq

J2

Jo * 02
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= |J1*Pp1+Jo ¥ =0 bei n — Massen : Jj*q')j:O

n
=1

Ansatz : R _ - .
P1 =01 *sin(w*t+e) = P1=—0"*@q

P =Po *sin(*t+e) = §o :—(02 * 0

Bewegungsgleichungen : 2
(Cg—J1*0%) @1 —-Cq*¢pp =0

J1*e1+J2%92 =0

Lésung uber Cramersche Regel : 2
Ao=(Cyg—J1*®*)*Iy+Cgq*J =0

+0
P~
1
4 _ LB‘_I_'—[_ ....... __
I )
|4 [,—
K

K = Punkt, der in Ruhe bleibt : Schwingungsknoten !!
D.h. 2 Teilsysteme mit Langen | ; und |, , die im Schwingungsknoten fest eingespannt sind .

Js I2
Il |2
2 G*lt 2 G*lt
P17 | g ‘”gl:‘”gz P02 T
1%J1 2*J2
= [I1*li =371
= . Z J1 % (Ortvon K)
1_J ges
1+J2
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Reduzierunqg versetzter Getriebe :

Ausgangsmodell : reduziertes Modell :

3 rJrz J5 r Jh
|:|C1 c2 [ Csﬂ

o—|5—o—|r2—o—|5—o

o —e— |, I;—e@

1) Reduzierung der Tragheitsmomente : 2
‘]2 —J21+J22 ¥ =

2 ) Reduzierung der Federsteifigkeiten :

3) Reduzierung der Langen :
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Reduzietes Modell entspricht " System mit 2 und 3 Massen " :

|

‘]1 \]2 -.]3

Durch Freischneiden : J1*$1+C1*(p1—92)=0

Jo *Pp —C1* (@1 —2)+Co *(p2 —03)=0
J3*93-C2*(p2—93)=0 und
J1¥01+d2 %9 +I3* 93 =0

Losungsansatz: | =g *sin(@*t+¢qg) ; @1= —? * 01

analog ¢, und o3

Eingesetzt in Gleichung und umgeformt folgt :

Ji+J Jo +J Ji+Jo+J
m4—[cl* 1792 o x-2 3J*®2+01*C2* 1+7Y2 193 _

0
I *d, 2 3,%ds I *dp %3
a b
= 2 a a)’ o :+1/oo2 ) =+1lm2
07, =—=x.=| —Db 01 1 o2 2
1/2 2 2
2 1
4) Berechnung des Neuberschen Grenzwertes : ®pp = 1 1
—t—F+......
2 2
O O
Neuberscher Grenzwert 0)2 1
u zwert : =
1 1 1
2 2
®o1  “o2
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